
یند تصادفی فرا
احتمال و توزیع ها

محسن هوشمند
هدانشکده تکنولوژی اطلاعات و علم رایان

ه زنجاندانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پای



استنتاج آماری

کمک در تصمیم بر آنچه بدان اعتقاد یابیم

جستجو بر یافتن تحقیق

مدل
توصیف ریاضی

مدل آماری
معمولا مدل احتمالی



مدل دارای پارامتر است

مثال
احتمال باران وابسته به مثلا سطح دریا

باران خروجی

ورودی: سطح دریا

ر رابطة دقیق بین ورودی و خروجی با مقدار دیگری تدوین می شود که نمایشگر این است که ورودی چقدر ب
خروجی تأثیر می گذارد

پارامتر

.نمایشگر اینکه ورودی بر خروجی تأثیرگذار است(: معادله بندی مدل)تدوین مدل 
پارامترها مقدار دقیق تاثیر را معین می کنند



مدل دارای پارامتر است

مثال
شیر آمدن سکه

سکة کج

 اختلاف بین دو سطحx

𝑃(ش|𝑥)

درجة اعتماد
هایپرپارامتر



سخن کوتاه

. مدل ریاضی احتمالِ پیشامدهای خاصی که رخ می دهند

.مدل ریاضی دارای پارامترهائی است

مقدار پارامترها مشخص کنندة احتمال دقیق بدست آمده از مدل هاست

.اعتقادات به مقدار پارامترها جریان می دهد

شاید بعضی از مقادیر را نسبت به مقادیر دیگر بیشتر مستعد درستی بدانیم

پارامترها-[هایپر]صورت اعتقاد ما دربارة مقدار پارامترها خود می تواند با مدل ریاضی دیگری بیان شود 



اهداف استنتاج

تخمین مقدار پارامتر

پیش بینی مقدار داده
کمک مدل ها به پیش بینی اثربخشی واکسن انفلوانزا هنگام واکسن عمومی
کمک مدل ها به پیش بینی مسیر طوفان
کمک مدل ها به پیش بینی شیر یا خط آمدن پرتاب بعدی سکه
در استنتاج بیز، میانگین وزنی اعتقاد است  .

(انتخاب مدل)مقایسه مدل 



احتمال

روش های آماری مطالعة دقیقِ عدم قطعیت ها

نیاز به فهم احتمال

مجموعه متناهی پیشامدهای ممکن
 پرتاب سکه؟

چقدر محتمل است؟
خط چقدر محتمل است؟
هر دو آمدن چقدر محتمل است؟

محتمل بودن هر برآمد، مجموعه ای از برآمدها را در ذهن داریم
هر دو آمدن جز پیشامدهای ممکن نیست

پیشامد

هنگام پرسش دربارة محتمل شدن پیشامدی مجموعه ای از پیشامدها را در ذهن داریم، شامل تمامی پیشامدهای ممکن و  
پیشامدهای دو به دو مستقل از یکدیگر

فضای نمونه



احتمال

مطالعه عدم قطعیت ها

نسبتی از زمان اتفاق افتادن پیشامد

درجه اعتقاد درباره پیشامد

عدم قطعیت در
داده
مدل یادگیر
پیش بینی های حاصل از مدل

مفاهیم فضای احتمال
فضای نمونه
پیشامدها
 رخداداحتمال هر



احتمال

شیر آمدن
 احتمال شیر آمدن پارامتر𝜃
 سکة سالم𝜃 = 0.5
 درجة اعتقادP(𝜃)

P 𝜃 = 0.5 = 0.99

احتمال  :
شیر و خط
فضای نمونه دارند

درجة اعتقاد
 مقدار پیوسته𝜃 = …و۰.۰۱.۰.۲و۰ ۱.۰۰و

چرا سکه
چقدر سکه پرتاب می کنیم؟
احتمال زنده ماندن یکسال پس از جراحی-مشابه زندگی
احتمال اثرجانبی سردرد ناشی از دارو
انتخابات یا رفراندوم



احتمال

به متغیر تصادفی جهت کمی سازی عدم قطعیتنیاز 
تابع واسط بین خروجی آزمایش تصادفی به مجموعه ای از ویژگی های مورد توجه

توزیع احتمال
مرتبط با متغیر تصادفی
 تابع اندازه گیرندة احتمال خروجی خاص
 جزو اساسی

مدل های احتمالاتی

مدل های گرافیکی

انتخاب مدل



ایجاد فضای احتمال

هدف نظریه احتمال
تعریف ساختی ریاضی برای توضیح خروجی های تصادفی آزمایش ها
مثال

پرتاب سکه

 عدم امکان تشخیص خروجی

با انجام بسیاری آزمایش، مشاهده نظم در میانگین خروجی

پرتاب تاس

استدلال خودکار
تعمیم استدلال منطقی



روش های ترکیبیاتی

اعمال چند مرحله ای
دومرحله ای
بیش از دو مرحله

جایگشت
nشی متمایز
 چینشr شی ازnشی متمایز
n متمایز روی دایرهشی
n دارای شیkدستة متمایز

(زیرمجموعه( )آرایش)ترکیب 
 انتخابr شی ازn متمایزشی
 تعداد افرازهایn متمایز به شیrزیرمجموعه



ضرائب دوجمله ای

(𝑥 + 𝑦)𝑛= 

𝑟=0

𝑛
𝑛
𝑟

𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑛

𝑛
𝑟

=
𝑛

𝑛 − 𝑟

𝑛
𝑟

=
𝑛 − 1
𝑟

+
𝑛 − 1
𝑟 − 1

 

𝑟=0

𝑛
𝑚
𝑟

𝑛
𝑘 − 𝑟

=
𝑚 + 𝑛
𝑘

معادلة استرلینگ

𝑛! ≅ ۲𝜋𝑛
𝑛

𝑒

𝑛



تفسیر های احتمال

(احتمال برابر)کلاسیک 

بسامدی

بیزی 

اصل آغازه



Ωفضای نمونه 

آزمایش
هر فرایند مشاهده یا اندازه گیری

برآمد
نتایج حاصل از آزمایش

فضای نمونه
 همه برآمدهای ممکن آزمایش مجموعهء

 تاس، یکی سرخ و دیگری سبز جفت نمونه ای که از پرتاب مثبت، فضای صحیح فرد و سکه، اعداد فضای نمونه پرتاب

 (نقاط فضای نمونه تشکیل پیوستار)در مقابل پیوسته ( متناهی و یا نامتناهی شمارا)گسسته

پیشامد
 از فضای نمونه زیرمجموعه هائی
نادرستی عکس مطلب

فضای پیشامد
 معمولا مجموعه توانیΩ



مثال

طول عمر مفید وسیلة الکترونیکی
فضای نمونه

وسیلة الکترونیکی قبل از ششمین سال از کار بیفتد
پیشامد



مثال

طول عمر مفید وسیلة الکترونیکی
فضای نمونه

وسیلة الکترونیکی قبل از ششمین سال از کار بیفتد
پیشامد

Ω = t: t ≥ 0

𝐹 = {𝑡: 0 ≤ 𝑡 ≤ 6}



تابع احتمال و اصول کولمولگروف

زیرسه اصل صادق در نسبت دهد و ۱تا ۰را که به هر پیشامد، عددی در بازه تابعی 

𝑃(𝐴)با Aنمایش احتمال پیشامد
𝑃(𝐴)

احتمال هر پیشامد نامنفی : اصل اول𝑃 𝐴 ≥ 0

 برابر با جمع احتمال های تک تک  آن ها( ناسازگار)احتمال جمع پیشامدهای مجزا : دوماصل
 ۱با احتمال فضای نمونه برابر :سوماصل

۵فضای نمونه، پیشامد اعداد زوج؛ پیشامد اعداد کوچکتر از -پرتاب تاس-مثال



مثال

احتمال حداقل یک شیر آمدن دو بار پرتاب سکه متعادل



مثال

برای تاسی که احتمال وقوع هر عدد فرد دو برابر احتمال وقوع هر عدد زوج ۳احتمال پیشامد وقوع عدد بزرگتر از 
است



ویژگی ها

𝐴′ متمم پیشامدA
𝑝 𝐴′ = 1 − 𝑃(𝐴)

مجموعه تهی
𝑝 𝜙 = 0

𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝑃 𝐴 ≤ 𝑃 𝐵
0 ≤ 𝑃 𝐴 ≤ 1

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵
𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶
= 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 + 𝑃 𝐶 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐶 − 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 + 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶



ویژگی ها

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 ≤ 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 ≤ min(𝑃 𝐴 , 𝑃 𝐵 )
𝑝 𝜙 = 0

𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝑃 𝐴 ≤ 𝑃 𝐵
0 ≤ 𝑃 𝐴 ≤ 1

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵



احتمال شرطی

Bوقوع پیشامد به شرط Aاحتمال شرطی پیشامد 

𝑝 𝐴 𝐵 =
𝑝 𝐴 ∩ 𝐵

𝑝 𝐵

Bاست بعد از مشاهدهء پیشامد Aبه سخن دیگر، احتمال شرطی احتمال پیشامد 

𝑝 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑝 𝐵 𝑝 𝐴 𝐵 = 𝑝 𝐴 𝑝 𝐵 𝐴



احتمال شرطی

نمودار ون



مثال

احتمال مرکز مناسب چقدر است؟: خ

𝑃(خ) =
۲۶
۵۰

= ۰. ۵۲

؟سال سابقه، احتمال مناسب بودن خدمات چقدر است۱۰در صورت انتخاب مرکز با کمتر از : ک

𝑝 خ ک =
𝑝 ک ∩ خ

𝑝 ک
=

۱۶
۵۰
۲۰
۵۰

=
۱۶
۲۰

= ۰. ۸

عرضة خدمات مناسب عرضة خدمات بد

سال۱۰سابقه شغلی کمتر از  ۱۶ ۴

سال۱۰سابقه شغلی بیشتر از  ۱۰ ۲۰



قاعدة زنجیری
,𝑆1پیشامدهای  … ,𝑆𝑘 و𝑃(𝑆𝑖) > 0

𝑘برای  = ۲
𝑃 𝑆۱ ∩ 𝑆۲ = 𝑃 𝑆۱ 𝑃 𝑆۲ 𝑆۱

.در واقع قاعدهء زنجیری مشتق از اعمال چندبارهء احتمال شرطی است

𝑘برای  = ۳
𝑃 𝑆۱ ∩ 𝑆۲ ∩ 𝑆۳ = 𝑃 𝑆۱ 𝑃 𝑆۲ 𝑆۱ 𝑃 𝑆۳|𝑆۱ ∩ 𝑆۲

𝑘برای 

𝑃 𝑆۱ ∩ 𝑆۲ ∩⋯∩ 𝑆𝑘 = 𝑃 𝑆۱ 𝑃 𝑆۲ 𝑆۱ 𝑃 𝑆۳|𝑆۱ ∩ 𝑆۲ …𝑃 𝑆𝑘|𝑆۱ ∩ 𝑆۲ ∩⋯∩ 𝑆𝑘−۱



مثال

. لامپ معیوب باشد، دو لامپ را بدون جایگذاری به ترتیب برداریم۱۵لامپ تلویزیونی، ۲۴۰اگر از 

احتمال اینکه هر دو معیوب باشد چقدر است؟ 

احتمال معیوب بودن اولین لامپ: خ

لامپدومین احتمال معیوب بودن : ک

𝑝 خ ∩ ک = 𝑝 خ 𝑝 ک خ =
۱۵
۲۴۰

۱۴
۲۳۹



مثال

.مورد آنها معیوب است۵فیوز در بسته داریم که ۲۰

احتمال معیوب بودن اولین لامپ: خ

دومین لامپاحتمال معیوب بودن : ک

لامپسومین احتمال معیوب بودن : ل

معیوب باشد چقدر است؟ سه احتمال اینکه هر 

𝑝 خ ∩ ک ∩ ل = 𝑝 خ 𝑝 ک خ 𝑝 ل خ ∩ ک =
۵
۲۰

۴
۱۹

۳
۱۸



استقلال

دو پیشامد مستقل خوانده می شوند اگر 

یا

مستقلشهود دو پیشامد 
 عدم تاثیر مشاهدةB بر مشاهدةA



مثال

.مورد انها معیوب است۵فیوز در بسته داریم که ۲۰

احتمال معیوب بودن اولین لامپ: خ

دومین لامپاحتمال معیوب بودن : ک

لامپسومین احتمال معیوب بودن : ل

معیوب باشد چقدر است؟ سه اینکه هر احتمال . اگر فیوز را برگردانیم

𝑝 خ =
۵
۲۰

𝑝 ک خ =
۵
۲۰

𝑝 ل خ ∩ ک =
۵
۲۰

𝑝 خ ∩ ک ∩ ل = 𝑝 خ 𝑝 ک خ 𝑝 ل خ ∩ ک = (
۵
۲۰
)۳



مثال
Ω، 0: ش۱: خ.  سکه ای را سه بار پرتاب کنیم = 000,001,010,… ,111

𝛼 ،𝑝احتمال پیشامد شیر در دو پرتاب اول  𝛼 =
۱
۴

𝛽 ،𝑝پرتاب سوم در خط پیشامد احتمال  𝛽 =
۱
۲

𝛾 ،𝑝دقیقا دو خط در سه پرتاب پیشامد احتمال  𝛾 =
۳
۸

𝑝مستقل اند؟ 𝛽و 𝛼پیشامدهای  𝛼𝛽 =
۱
۸ = 𝑝 𝛼 𝑝 𝛽

𝑝؟ مستقل اند𝛽و 𝛾پیشامدهای 𝛾 ∩ 𝛽 =
۱
۴ ,𝑝 𝛾 𝑝 𝛽 =

۳
۱۶



قضیة بیز



مثال
احتمال . است۰.۶احتمال فراهم  نشدن اعتبار . ساخت بزرگراهی به علت عدم اعتبار ممکن است به تاخیر بیفتد

. است۰.۳۵و احتمال ان به شرط عدم اعتبار ۰.۸۵انجام سروقت بزرگراه به شرط وجود اعتبار 

𝑝 𝛽 = ۰. ۶

𝑝 𝛼|𝛽 = ۰. ۳۵

𝑝 𝛼|𝛽′ = ۰. ۸۵

𝑝 𝛼 = 𝑝 𝛼 ∩ 𝛽 ∪ 𝛼 ∩ 𝛽′

= 𝑝 𝛼 ∩ 𝛽 + 𝑝 𝛼 ∩ 𝛽′

= 𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 + 𝑝 𝛽′ 𝑝 𝛼|𝛽′

= ۰. ۶ × ۰. ۳۵ + ۰. ۴ × ۰. ۸۵ = ۰. ۵۵



(قاعدة حذف)قاعدة احتمال کل 
𝑝و Ω افرازی از فضای نمونة 𝛽۱ ،𝛽۲ ،... ،𝛽𝑘پیشامدهای  𝛽𝑖 ≠ 0

𝑝 𝛼 = 

𝑖=1

𝑘

𝑝 𝛽𝑖 𝑝 𝛼|𝛽𝑖



مثال
مردود و اتومبیل ۰.۹۹اتومبیل دودزا در آزمون با احتمال . در استان زنجان دودزائی اتومبیل ها بیش از حد استاندارد است

احتمال اینکه اتومبیل در آزمون رد شود واقعا دودزا باشد چقدر است؟. مردود می شود۰.۱۷سالم در آزمون با احتمال 

𝑝اتومبیل دودزا  𝛽 = ۰.۲۵

𝑝سالم اتومبیل  𝛽′ = ۰.۷۵

𝛼رد شدن 

𝑝 𝛼|𝛽 = ۰. ۹۹

𝑝 𝛼|𝛽′ = ۰. ۱۷

𝑝 𝛽 ∩ 𝛼 = 𝑝 𝛼 𝑝 𝛽|𝛼 = 𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 ⟹ 𝑝 𝛽|𝛼 =
𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽

𝑝 𝛼

𝑝 𝛽|𝛼 =
𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽

𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 +𝑝 𝛽′ 𝑝 𝛼|𝛽′



قاعدة بیز

𝑝 𝛽|𝛼 =
𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽

𝑝 𝛽 𝑝 𝛼|𝛽 + 𝑝 𝛽′ 𝑝 𝛼|𝛽′

تعمیم

𝑝و Ω افرازی از فضای نمونة 𝛽۱ ،𝛽۲ ،... ،𝛽𝑘پیشامدهای 𝛽𝑖 ≠ 0

𝑝 𝛽𝑖|𝛼 =
𝑝 𝛽𝑖 𝑝 𝛼|𝛽𝑖

 𝑗=1
𝑘 𝑝 𝛽𝑗 𝑝 𝛼|𝛽𝑗



متغیر تصادفی

توجه به جنبه ای خاص
فرض ریختن جفت تاس و صرفا توجه به مجموعه رقم ها

(1,1)

(2,1)

…

عدم استفاده مستقیم از فضای احتمال در مسائل عموما و خاصه هوش مصنوعی

فضای هدف
𝑋:Ω → 𝒯

متغیر تصادفی
غلط مصطلح و سوتفاهم

نه تصادفی نه متغیر

بلکه تابع



م تRANDOM VARIABLESمتغیرهای تصادفی 

.سکه و به دنبال اینکه تعداد شیرهایی که از این تعداد پرتاب به دست می آید۱۰پرتاب -مثال
اعضای فضای نمونه دنباله های ده تائی از شیر و خط هستند

.  که احتمال دنباله ای خاص چقدر است« نیستیم»در عمل به دنبال این 
حقیقی از خروجی ها هستیم-به دنبال توابع مقدار.
 پرتاب تاس به دست می آید۱۰مثلا مجموع دو عددی که در ریختن جفت تاس، یا تعداد شیرهائی که در

:م ت
𝑋:Ω → ℝ

Xیا X(ω)نمایش با 

𝑋 = 𝑥 یعنی مقدار𝑥 ∈ 𝑅 را به م ت𝑋اختصاص داده ایم



ادامه-متغیرهای تصادفی 

-مقدار روی اعضای فضای نمونه باشد-تابع حقیقیXفضای نمونه  با اندازه احتمال باشد و Ωاگر 



مثال

م ت تعداد کل شیرها. سکه ای چهار با پرتاب می شود

Ω، 0: ش۱: خ = 0000,0001,0010,… ,1111

𝑃 𝑋 = ۳ =
۴
۱۶

فضای نمونه احتمال X=x

0000
۱
۱۶

۴

0001
۱
۱۶

۳

0010
۱
۱۶

۳

0011
۱
۱۶

۲

0100
۱
۱۶

۳

0101
۱
۱۶

۲

0110
۱
۱۶

۲

0111
۱
۱۶

۱

1000
۱
۱۶

۳

1001
۱
۱۶

۲

1010
۱
۱۶

۲

1011
۱
۱۶

۱

1100
۱
۱۶

۲

1101
۱
۱۶

۱

1111
۱
۱۶ 0



ادامه-متغیرهای تصادفی 

مقدار روی اعضای فضای نمونه باشد-تابع حقیقیXفضای نمونه  با اندازه احتمال باشید و Ωاگر 

سکه۱۰تعداد شیر در پرتاب : مثال متغیر تصادفی گسسته
مقادیر محدودی را می پذیرد

𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑃( 𝜔: 𝑋 𝜔 = 𝑘 )

زمانی نیمه عمر ماده رادیواکتیو؛ طول عمر مفید وسیله ء الکترونیکی: متغیر تصادفی پیوسته
مقداری نامتناهی را می پذیرد

𝑎 و 𝑏 به طوری که𝑎 < 𝑏

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑃( 𝜔: 𝑎 ≤ 𝑋 𝜔 ≤ 𝑏 )



توزیع احتمال-مثال

فضای نمونة پرتاب جفت تاس هر عضو فضا 
۱
۳۶

متغیر تصادفی حاصل جمع دو عدد تاس ها

تدوین معادله

𝑃 𝑋 = 𝑥 =
۶ − |𝑥 − ۷|

۳۶
, 𝑥 = ۲, ۳, … , ۱۲

𝑥 𝑃 𝑋 = 𝑥

۲ ۱
۳۶

۳ ۲
۳۶

۴ ۳
۳۶

۵ ۴
۳۶

۶ ۵
۳۶

۷ ۶
۳۶

۸ ۵
۳۶

۹ ۴
۳۶

۱۰ ۳
۳۶

۱۱ ۲
۳۶

۱۲ ۱
۳۶



توزیع های احتمال

فهرستی از تمامی خروجی های ممکن و احتمال های متناظر هر یک
توزیع احتمال پرتاب سکه-

دو خروجی شیر و خط
 احتمال های متناظر آنها𝜃 1و − 𝜃

توزیع احتمال مقدار کالری مصرفی روزانة انسان
۲۰۰۰.۰
۱۸۹۸.۳
۲۴۴۷.۹
...

توزیع های گسسته
فضای نمونه حاوی خروجی گسسته و احتمال مجزای هر برآمد

پرتاب سکه، ریختن تاس
تقسیم فضای پیوسته

توزیع های پیوسته
 احتمال نقطه ای صفر
احتمال بازه ای ممکن
چگالی احتمال



توزیع ها احتمال

بر اساس اصول کولمولگروف

اگر و فقط اگر 𝑓(𝑥)توابعی را می توان به مثابة توزیع احتمالیِ متغیر تصادفی گسسته بکار برد که مقادیر : قضیه
مشمول شرایط زیر باشند

𝑓 𝑥 ≥ 0

 

𝑥

𝑓 𝑥 = 1



مثال

سکهپرتاب تدوین معادله برای توزیع احتمال تعداد کل شیرهای چهار 

تدوین معادله

𝑃 𝑋 = 𝑥 =

𝑥
۴
۱۶

, 𝑥 = 0, ۱, ۲, ۳, ۴

𝑃 𝑋 = 0 =
۱

۱۶

𝑃 𝑋 = ۱ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۲ =
۶

۱۶

𝑃 𝑋 = ۳ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۴ =
۱

۱۶



نمودار میله ای-مثال

𝑃سکهپرتاب تدوین معادله برای توزیع احتمال تعداد کل شیرهای چهار  𝑋 = 0 =
۱

۱۶

𝑃 𝑋 = ۱ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۲ =
۶

۱۶

𝑃 𝑋 = ۳ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۴ =
۱

۱۶

0.062
5

0.25

0.375

0.25

0.062
50

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 1 2 3 4

0.062
5

0.312
5

0.687
5

0.937
5

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 1 2 3 4



مثال

𝑃 𝑥 ≥ 0

 

𝑥

𝑃 𝑥 = 1

.بررسی کنید تابع زیر تابع توزیع است

𝑓 𝑥 =
𝑥 + ۲

۲۵
, 𝑥 = ۱, ۲, ۳, ۴, ۵

𝑓 𝑥 ≥ 0

 

𝑥

𝑓 𝑥 = 1



مثال-توابع توزیع تجمیعی

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = 

𝑡≤𝑥

𝑓(𝑡) , −∞ ≤ 𝑥 ≤ +∞

𝐹 +∞ = ۱



مثال

توزیع احتمال این تابع تجمیعی چقدر است؟

𝑃 ۲ =
۱
۳۶

𝑃 ۳ =
۳
۳۶ −

۱
۳۶ =

۲
۳۶

𝑃 ۴ =
۶
۳۶ −

۳
۳۶ =

۳
۳۶

⋮

𝑃 ۱۲ = ۱ −
۳۵
۳۶ =

۱
۳۶

𝐹 𝑥 =

0, 𝑥 < ۲
۱

۳۶
, ۲ ≤ 𝑥 < ۳

۳

۳۶
, ۳ ≤ 𝑥 < ۴

۶

۳۶
, ۴ ≤ 𝑥 < ۵

⋮
۳۵

۳۶
, ۴ ≤ 𝑥 < ۵

۱, 𝑥 ≥ ۱۲

𝑥 𝑓 𝑋 = 𝑥

۲ ۱
۳۶

۳ ۲
۳۶

۴ ۳
۳۶

۵ ۴
۳۶

۶ ۵
۳۶

۷ ۶
۳۶

۸ ۵
۳۶

۹ ۴
۳۶

۱۰ ۳
۳۶

۱۱ ۲
۳۶

۱۲ ۱
۳۶



ادامه-توابع توزیع تجمیعی 

ویژگی ها
0 ≤ 𝐹 𝑋 ≤ 1

lim
𝑥→−∞

𝐹 𝑋 = 0

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑋 = 1

𝑥 ≤ 𝑦 ⟹ 𝐹 𝑥 ≤ 𝐹(𝑦)



ادامه-توابع توزیع تجمیعی 

𝑥1اگر متغیر تصادفی متشکل از مقادیر : قضیه < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 باشد، آن گاهP(𝑥1) = 𝐹(𝑥1) و ،

𝑃(𝑥𝑖) = 𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1) , 𝑖 = 2,3,… , 𝑛



مثال

سکهپرتاب تعداد کل شیرهای چهار 

𝐹 0 = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ =
۱
۱۶

𝐹 ۱ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ =
۵
۱۶

𝐹 ۲ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ + 𝑃 ۲ =
۱۱
۱۶

𝐹 ۳ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ + 𝑃 ۲ + 𝑃 ۳ =
۱۵
۱۶

𝐹 ۴ = 𝑃 0 + 𝑃 ۱ + 𝑃 ۲ + 𝑃 ۳ + 𝑃 ۴ = ۱

𝑃 𝑋 = 0 =
۱

۱۶

𝑃 𝑋 = ۱ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۲ =
۶

۱۶

𝑃 𝑋 = ۳ =
۴

۱۶

𝑃 𝑋 = ۴ =
۱

۱۶

𝐹 𝑥 =

0, 𝑥 < 0
۱

۱۶
, 0 ≤ 𝑥 < ۱

۵

۱۶
, ۱ ≤ 𝑥 < ۲

۱۱

۱۶
, ۲ ≤ 𝑥 < ۳

۱۵

۱۶
, ۳ ≤ 𝑥 < ۴

۱, 𝑥 ≥ ۴



یا « ت چ ا»PROBABILITY DENSITY FUNCTIONتابع چگالی احتمال 
«PDF»

𝑃(𝑥𝑖):در حالت گسسته = 𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1)

در همه جا مشتق پذیر است۳اگر م ت پیوسته باشد، ت

(شبیه تفاضل در حالت گسسته)است « ۳ت»مشتق « ت چ ا»

𝑓𝑋 𝑥 =
𝑑𝐹𝑋(𝑥)

𝑑𝑥
𝑃 𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝛿𝑥 = 𝑓𝑋 𝑥 𝛿𝑥

مقدار ت چ ا مربوط به یک نقطه، احتمال آن نقطه نیست: توجه
𝑓𝑋 𝑥 ≠ 𝑃 𝑋 = 𝑥



ویژگی ها–تابع چگالی احتمال 

𝑓𝑋 𝑥 ≥ 0

 

−∞

+∞

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 1

 

𝑥∈𝐴

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑃(𝑋 ∈ 𝐴)



مثال

𝑓 𝑥 = {
𝑘𝑒−3𝑥, 𝑥 > 0
0, 𝑥 ≤ 0

در چه صورتی چگالی احتمال است؟

 −∞
+∞

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 1

 −∞
+∞

𝑘𝑒−3𝑥𝑑𝑥 =  0
+∞

𝑘𝑒−3𝑥𝑑𝑥 = lim
𝑡→∞

𝑘𝑒−3𝑥

−3
|
𝑡
0
=

𝑘

۳ = ۱ ⟹ 𝑘 = 3

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 =  −∞
𝑥
𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥

تابع توزیع تجمیعی



–تابع چگالی احتمال 

و aباشند، آن گاه به ازای هر دو عدد حقیقی xبه ازای Xتوابع توزیع احتمال و تابع توزیع F(x)و f(x)اگر : قضیه
b و با شرطa<=b:

𝑃 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎)

𝑓𝑋 𝑥 =
𝑑𝐹𝑋(𝑥)

𝑑𝑥

و این مشتق موجود است



مثال

𝐹 𝑥 =  
0, 𝑥 ≤ 0
𝑥, 0 < 𝑥 < 1
1, 𝑥 ≥ 1

.د و رسم کنیدیرا بدست آورتابع چگالی احتمال



مثال

باتری را امتحان کردیم و نمودار آن ها شبیه زیر است۱۰۰۰فرض کنید 

برابر سطح زیر منحنی در حد فاصل مقدار کم و بیش بازهاحتمال 

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 =  𝑎
𝑏
𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥



تابع توزیع احتمال

گسسته
تفاضل
تابع جرم احتمال

𝑃 𝑥 ≥ 0

 

𝑥

𝑃 𝑥 = 1

0 ≤ 𝑃 𝑥 ≤ 1
چرا؟

پیوسته
مشتق
تابع چگالی احتمال

𝑓𝑋 𝑥 ≥ 0

 

−∞

+∞

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 1

𝑓𝑋 𝑥 ≤ ؟1
خیر



دو متغیر تصادفی



JOINT AND MARGINAL DISTRIBUTIONSتوزیع های توام و حاشیه ای 

تاکنون صرفا یک متغیر تصادفی

ممکن است که بیش از یک متغیر تصادفی درگیر باشد
مثال

X وY دو متغیر تصادفی وFX(x) وFY(y)توزیع متناظر آن ها

نیاز به توزیعی قوی تری برای فهم کار آن ها با یکدیگر
توام تابع توزیع جرمیX وY

𝐹𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)



مثال-توزیع های توام 

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

𝑃 𝑋 = 1, 𝑌 = 0 =

۳
۱

۲
0

۴
۱

۹
۲

=
۱
۳

𝑃 𝑋 = 1, 𝑌 = 1 =

۳
۱

۲
۱

۴
0

۹
۲

=
۱
۶

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦 =

۳

𝑥

۲

𝑦
۴

۲ − 𝑥 − 𝑦

۹

۲

, 𝑥, 𝑦 ∈ 0, ۱, ۲ , 0 ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ ۲

𝑋 = 0 𝑋 = ۱ 𝑋 = ۲

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

𝑌 = ۱ ۲

۹

۱

۶

𝑌 = ۲ ۱

۳۶



ویژگی ها

𝑓 𝑥, 𝑦 ≥ 0

 

𝑥

 

𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦 = 1

𝑓مثال  𝑥,𝑦 = 𝑘𝑥𝑦, 𝑥,𝑦 = ۳و۲و۱



Yو Xتوزیع تجمیعی توام 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 = 

𝑠≤𝑥

 

𝑡≤𝑦

𝑓 𝑠, 𝑡



مثال-توزیع های توام 

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

𝐹(1,1)؟

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑋 = 0 𝑋 = ۱ 𝑋 = ۲

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

𝑌 = ۱ ۲

۹

۱

۶

𝑌 = ۲ ۱

۳۶



حالت پیوسته

𝑓 𝑥,𝑦 تابع چگالی احتمال توام اگر و فقط اگر

𝑃 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐴 =  
𝐴

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

ویژگی ها
𝑓 𝑥, 𝑦 ≥ 0

 
−∞

+∞

 
−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۱



تابع توزیع توام

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 =  
−∞

𝑦

 
−∞

𝑥

𝑓 𝑠, 𝑡 𝑑𝑠𝑑𝑡

:چگالی توام

𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝜕۲

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝐹(𝑥, 𝑦)



مثال

Yو Xالی توام گچ

𝑓 𝑥, 𝑦 =  
𝑥 + 𝑦, 0 < 𝑥 < 1,0 < 𝑦 < 1

0 سایرجاها

F 𝑥, 𝑦 =

0 , 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0
1

2
𝑥𝑦 𝑥 + 𝑦 , 0 < 𝑥 < 1,0 < 𝑦 < 1

1

2
𝑦 1 + 𝑦 , 𝑥 ≥ 1,0 < 𝑦 < 1

1

2
𝑥 𝑥 + 1 , 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 ≥ 1

1, 𝑥 ≥ 1, 𝑦 ≥ 1



مثال-توزیع های حاشیه ای

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

Y و توزیع احتمال  Xتوزیع احتمال 

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑋 = 0 𝑋 = 1 𝑋 = 2

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

۷

۱۲

𝑌 = 1 ۲

۹

۱

۶

۷

۱۸

𝑌 = 2 ۱

۳۶

۱

۳۶

۵

۱۲

۱

۲

۱

۱۲



گسسته-حاشیه ایتوزیع های 

X وYدو متغیر تصادفی گسسته

f(x,y)توزیع احتمال توام آنها
 توزیع حاشیه ایX=x

𝑓𝑋 𝑥 = 

𝑦

𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

 توزیع حاشیه ایY=y

𝑓𝑌 𝑦 = 

𝑥

𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)



پیوسته-حاشیه ایتوزیع های 

X وYدو متغیر تصادفی پیوسته

f(x,y)چگالی احتمال توام آنها
 چگالی حاشیه ایX=x

𝑓𝑋 𝑥 =  
−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

 چگالی حاشیه ایY=y

𝑓𝑌 𝑦 =  
−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥



مثال–چگالی حاشیه ای

چگالی توام

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 =  

۲
۳
𝑥 + ۲𝑦 , 0 < 𝑥 < ۱, 0 < 𝑦 < ۱

0, درغیراینصورت

YوXچگالی های حاشیه ای 

𝑓𝑋(𝑥) =  

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

0

1
۲
۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑦 =

۲
۳
𝑥 + ۱

𝑓𝑌(𝑦) =  

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 =  

0

1
۲
۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑥 =

۱
۳

۱ + ۴𝑦



تابع چگالی–توزیع های توام و حاشیه ای

 

−∞

+∞

 

−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 1

𝑋چگالی احتمال حاشیه ای 

𝑓𝑋 𝑥 =  

−∞

+∞

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦



 𝑥,𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

F 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 =  𝑠≤𝑥 𝑡≤𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑠, 𝑡
جرم

F 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦 =  −∞
𝑦
 −∞
𝑥
𝑓𝑋𝑌 𝑠, 𝑡

چگالی
𝑑𝑠 𝑑𝑡



چند متغیری گسسته

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 = 𝑃 𝑋۱ = 𝑥۱, 𝑋۲ = 𝑥۲, … , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛

𝐹 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 = 𝑋۱ ≤ 𝑥۱, 𝑋۲ ≤ 𝑥۲, … , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛



مثال

𝑓 𝑥,𝑦,𝑧 =
𝑥+𝑦 𝑧

۶۳ ,𝑥 = ۱,۲; 𝑦 = ۱,۲,۳; 𝑧 = ۱,۲

𝑃(𝑋 = ۲,𝑌 + 𝑍 ≤ ؟(۳
𝑃 𝑋 = ۲, 𝑌 + 𝑍 ≤ ۳ = 𝑓 ۲, ۱, ۱ + 𝑓 ۲, ۱, ۲ + 𝑓 ۲, ۲, ۱

=
۳
۶۳
+

۶
۶۳
+

۴
۶۳
=

۱۳
۶۳



چند متغیری پیوسته

احتمال با استفاده از چگالی توام

𝐹 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 =  
−∞

𝑥𝑛

… 
−∞

𝑥۲
 
−∞

𝑥۱
𝑓 𝑡۱, 𝑡۲, … , 𝑡𝑛 𝑑𝑡۱𝑑𝑡۲ …𝑑𝑡𝑛

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛 =
𝜕𝑛

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲ …𝜕𝑥𝑛
𝐹 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑛



توزیع های شرطی

چقدر است؟Y، توزیع احتمال xدر مقدار Xبا دانستن احتمال 
 تابع جرم–گسسته

تابع چگالی-پیوسته

𝑓𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

𝑓𝑋 𝑥

𝑃𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑃𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

𝑃𝑋 𝑥



مثال-شرطیتوزیع های 

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

𝑃 𝑋 = 0 𝑌 = ۱ =

۲
۹
۷
۱۸

=
۴
۷

𝑃 𝑋 = ۱ 𝑌 = ۱ =

۱
۳
۷
۱۸

=
۳
۷

𝑃 𝑋 = ۲ 𝑌 = ۱ =
0

۷
۱۸

= 0

𝑋 = 0 𝑋 = 1 𝑋 = 2

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

۷

۱۲

𝑌 = 1 ۲

۹

۱

۶

۷

۱۸

𝑌 = 2 ۱

۳۶

۱

۳۶

۵

۱۲

۱

۲

۱

۱۲



مثال

𝑌با داشتن 𝑋چگالی شرطی  = 𝑦  :𝑃 𝑥 ≤
۱
۲ |𝑦 =

۱
۲

𝑓 𝑥|𝑦 =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑦)
=

۲
۳ 𝑥 + ۲𝑦
۱
۳ ۱ + ۴𝑦

=  

۲𝑥 + ۴𝑦
۱ + ۴𝑦

, 0 < 𝑥 < ۱

0, درغیراینصورت

𝑓 𝑥|𝑦 =
۱
۲

=
۲𝑥 + ۴𝑦
۱ + ۴𝑦

=
۲𝑥 + ۴ ×

۱
۲

۱ + ۴ ×
۱
۲

=
۲𝑥 + ۲

۳

𝑃 𝑥 ≤
۱
۲
|𝑦 =

۱
۲

=  

0

۱
۲

۲𝑥 + ۲
۳

𝑑𝑥 =
۵
۱۲

𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 =  

۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 , 0 < 𝑥 < ۱, 0 < 𝑦 < ۱

0, درغیراینصورت

𝑓𝑋(𝑥) =  

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 =  

0

1
۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑦 =

۲

۳
𝑥 + ۱

𝑓𝑌(𝑦) =  

−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 =  

0

1
۲

۳
𝑥 + ۲𝑦 𝑑𝑥 =

۱

۳
۱+ ۴𝑦



توزیع شرطی چند متغیری

دارای انواع متفاوت

اهمیت استقلال



استقلال-توزیع های توام و حاشیه ای 

=FXY(x,y)مستقلند اگر Yو Xم ت های  FX(x) FY(y)

برای تمامی : گسسته

برای تمام اعداد حقیقی : پیوستهx,y



استقلال-توزیع های توام و حاشیه ای 

:از اعداد حقیقی خواهیم داشتBو Aمستقل باشند، آن گاه هر زیرمجموعهء Yو Xاگر -لم

. مستقل خواهد بودY، از هر تابعی از Xنشان می دهد که هر تابعی از 



توزیع های بیز

چقدر است؟Y، توزیع احتمال xدر مقدار Xبا دانستن احتمال 
 تابع جرم–گسسته

𝑃𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑃𝑋𝑌 𝑥,𝑦

𝑃𝑋 𝑥
=

𝑃𝑋|𝑌 𝑥|𝑦 𝑃𝑌 𝑦

 𝑦′ 𝑃𝑋|𝑌 𝑥|𝑦′ 𝑃𝑌 𝑦′

تابع چگالی-پیوسته

𝑓𝑌|𝑋 𝑦 𝑥 =
𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦

𝑓𝑋 𝑥
=

𝑓𝑋|𝑌 𝑥|𝑦 𝑓𝑌 𝑦

 −∞
+∞

𝑓𝑋|𝑌 𝑥|𝑦′ 𝑓𝑌 𝑦′ 𝑑𝑦′



قاعدة زنجیری
,𝑋1متغیرهای  … ,𝑋𝑘

𝑃𝑋1,…,𝑋𝑘 𝑥۱ ∩ 𝑥۲ ∩⋯∩ 𝑥𝑘

= 𝑃𝑋1 𝑥۱ 𝑃𝑋۲|𝑋۱ 𝑥۲ 𝑥۱ …𝑃𝑋𝑘|𝑋1,…,𝑋𝑘−1 𝑥𝑘|𝑥۱ ∩ 𝑥۲ ∩⋯∩ 𝑥𝑘−۱



امید ریاضی

در ارتباط با بازی های شانسی
 صورت معمول آن معادل مبلغی حاصل از بازی بازیکن

گسسته

𝔼 𝑋 = 

𝑥

𝑥𝑃𝑋(𝑥)

پیوسته

𝔼 𝑋 =  
−∞

+∞

𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥



ثالم

تلویزیون معیوب۲تلویزیون شامل ۱۲

دستگاه ۳انتظار دستگاه معیوب با انتخاب 

𝑓 𝑥 =

۲
𝑥

۱۰
۳ − 𝑥
۱۲
۳

, 𝑥 = 0, ۱, ۲

𝐸 𝑋 = 0.
۶

۱۱
+ ۱.

۹
۲۲
+ ۲.

۱
۲۲

𝑥 0 ۱ ۲

𝑓 𝑥 ۶

۱۱

۹

۲۲

۱

۲۲



ثالم

𝑓 𝑥 =  

۴

𝜋(۱ + 𝑥۲)
, 0 < 𝑥 < ۱

0 سایرجاها

𝐸 𝑋 =  
0

۱
𝑥

۴

𝜋(۱ + 𝑥۲)
=

۴
𝜋
 
0

۱ 𝑥

۱ + 𝑥۲



امید ریاضی

𝑔:ℝ → ℝ

گسسته

𝔼 𝑔(𝑋) = 

𝑥

𝑔(𝑥)𝑃𝑋(𝑥)

پیوسته

𝔼 𝑔(𝑋) =  
−∞

+∞

𝑔 𝑥 𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥

𝑔(𝑋):حالت خاص = 𝑋



مثال

𝑋عدد ریختن تاس

𝑔 𝑋 = ۲𝑋۲ + ۱

𝔼 𝑔(𝑋) =  

𝑥=۱

۶

۲𝑥۲ + ۱ .
۱
۶

= ۲ × ۱۲ + ۱ .
۱
۶
+⋯+ ۲ × ۶۲ + ۱ .

۱
۶
=

۹۴
۳



ویژگی ها–امید ریاضی

𝑎 ∈ ℝ
𝔼 𝑎 = 𝑎

𝔼 𝑎𝑋 + 𝑏 = 𝑎𝔼[𝑋] + 𝑏

𝔼 𝑎𝑓(𝑋) = 𝑎𝔼 𝑓(𝑋)

خطی بودن
𝔼 𝑓 𝑋 + 𝑔(𝑋) = 𝔼 𝑓 𝑋 + 𝔼 𝑔(𝑋)

Xمتغیر تصادفی گسستة 

𝔼 1{𝑋 = 𝑘} = 𝑃(𝑋 = 𝑘)



وردائی یا واریانس

سنجش پراکندگی

حول میانگینXچگونگی تمرکز م ت 

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 (𝑋 − 𝐸 𝑋 )۲

= 𝐸 𝑋۲ − 𝐸 𝑋 ۲



ویژگی ها–وردائی یا واریانس 

𝑉𝑎𝑟 𝑎 = 0

𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑓(𝑋) = 𝑎۲𝑉𝑎𝑟[𝑓(𝑋)]



مثال–وردائی یا واریانس 

با چ ت اXمیانگین و وردائی متغیر تصادفی یکنواخت 

𝑓𝑋 𝑥 =  
1, ∀𝑥 ∈ [0,1]
0, ∀𝑥 ∉ [0,1]

𝐸 𝑋 =  

−∞

+∞

𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 =  

0

1

𝑥𝑑𝑥 =
1

2

𝐸 𝑋2 =  

−∞

+∞

𝑥2𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 =  

0

1

𝑥2𝑑𝑥 =
1

3

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 =
1

3
−
1

4
=

1

12



مثال

𝑔(𝑥)فرض کنید  = 𝟏 𝑥 ∈ 𝐴 به ازایA ⊆ Ω و𝐸 𝑔(𝑋)؟

حالت گسسته

𝐸 𝑔(𝑋) =  

𝑥∈𝑋

𝟏 𝑥 ∈ 𝐴 𝑃𝑋 𝑥 =  

𝑥∈𝐴

𝑃𝑋 𝑥 = 𝑃𝑋 𝑥 ∈ 𝐴

حالت پیوسته

𝐸 𝑔(𝑋) =  

−∞

+∞

𝟏 𝑥 ∈ 𝐴 𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 =  

𝑥∈𝐴

𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑃𝑋 𝑥 ∈ 𝐴



!چبیشف کبیر

داریمkباشند، آن گاه برای هر مقدار مثبت Xانحراف معیار متغیر تصادفی 𝜎میانگین و 𝜇اگر 

𝑃 𝑥 − 𝜇 < 𝑘𝜎 ≥ 1 −
1

𝑘۲



اثبات

𝜎۲ = 𝐸 (𝑋 − 𝜇)۲

𝜎۲ =  
−∞

+∞

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝜎۲ =  
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  
𝜇−𝑘𝜎

𝜇+𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑥انتگرل  − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 پس⇐نامنفی

𝜎۲ ≥  
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑥 − 𝜇 ۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

xچون  ≤ 𝜇 − 𝑘𝜎 یاx ≥ 𝜇 + 𝑘𝜎 پس𝑥 − 𝜇 ۲ ≥ 𝑘۲𝜎۲.در نتیجه

𝜎۲ ≥  
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥



اثبات

𝜎۲ ≥  
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑘۲𝜎۲𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝜎۲با شرط  ≠ 0
۱

𝑘۲ ≥  
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 +  
𝜇+𝑘𝜎

+∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

پس

𝑃 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘𝜎 ≤
۱

𝑘۲

و یا 

𝑃 𝑋 − 𝜇 < 𝑘𝜎 ≥ ۱ −
۱

𝑘۲



چبیشف

𝑃 𝑋 − 𝜇 < 𝑘𝜎 ≥ ۱ −
۱

𝑘۲
من باب مثال

 احتمال قرار گرفتنX ۲در فاصلة𝜎 ۱میانگین حداقل −
۱

۲۲ =
۳
۴

 احتمال قرار گرفتنX ۳در فاصلة𝜎 ۱میانگین حداقل −
۱

۳۲ =
۸
۹

 احتمال قرار گرفتنX ۵در فاصلة𝜎 ۱میانگین حداقل −
۱

۵۲ =
۲۴
۲۵

𝜎کنترل کنندة پراکندگی توزیع متغیر تصادفی



مثال

𝑓 𝑥 =  
۶۳۰𝑥۴(۱ − 𝑥)۴, 0 < 𝑥 < ۱
0 سایرجاها

از میانگین و مقایسه با کران پائینی حاصل از قضیة چبیشف۲𝜎در فاصلة Xاحتمال قرار گرفتن 

𝜇 =
۱
𝜎۲میانگین و۲ =

۱
𝜎انحراف⟸۴۴ =

۱
۴۴ = ۰.۱۵

۰.۸و ۰.۲احتمال بودن در فاصلة مدنظر در بازة 

𝑃(.۲ < 𝑋 < 0.۸) =  ۰.۲
۰.۸

۶۳۰𝑥۴(۱ − 𝑥)۴𝑑𝑥 = ۰.۹۶

۰.۷۵نتیجه حاصل از قضیة چبیشف 



امید ریاضی

گسسته

𝔼 𝑋𝑌 = 

𝑥

𝑋𝑌𝑃𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

پیوسته

𝔼 𝑋𝑌 =  
−∞

+∞

 
−∞

+∞

𝑋𝑌𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐸 𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]؟



امید ریاضی

𝑔:ℝ۲ → ℝ

گسسته

𝔼 𝑔(𝑋, 𝑌) = 

𝑥

 

𝑦

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑃𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

پیوسته

𝔼 𝑔(𝑋, 𝑌) =  
−∞

+∞

 
−∞

+∞

𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦



امید ریاضی و کوواریانس–توزیع های توام و حاشیه ای 

استفاده از امید ریاضی جهت مطالعه روابط بین دو م ت

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 𝑌 − 𝐸 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]

𝐶𝑜𝑣[𝑋,𝑌] = ؟0



امید ریاضی و کوواریانس–و حاشیه ای توزیع های توأم 

ویژگی ها

𝐸 𝑓 𝑋, 𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝐸 𝑓(𝑋, 𝑌) + 𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌

𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 = 𝑎𝐸 𝑋 + 𝑏𝐸 𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۲𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑌]

مستقل باشند، آن گاه Yو Xاگر 

𝐸 𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 𝐸[𝑌]

𝐸 𝑓 𝑋 𝑔(𝑌) = 𝐸 𝑓(𝑋) 𝐸[𝑔(𝑌)]

𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑌] = 0



مثال-توزیع های حاشیه ای

قرص سرماخوردگی انتخاب ۴قرص خواب آور و ۲دو قرص به تصادف از بسته ای محتوای سه قرص آسپرین و 
.می کنیم

X ،تعداد قرص آسپرینYتعداد قرص خواب آور

Yو توزیع احتمال  Xتوزیع احتمال 

𝜇𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 = 0 × 0 ×
۱
۶ + 0 × ۱ ×

۲
۹ + 0 × ۲ ×

۱
۳۶ + ۱ × 0 ×

۱
۳ + ۱ × ۱ ×

۱
۶ + ۲ × 0 ×

۱
۱۲ =

۱
۶

𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 = 0 ×
۵
۱۲ + ۱ ×

۱
۲ + ۲ ×

۱
۱۲ =

۲
۳

𝜇𝑌 = 𝐸 𝑌 = 0 ×
۷
۱۲ + ۱ ×

۷
۱۸ + ۲ ×

۱
۳۶ =

۴
۹

𝜎𝑋𝑌 =
۱
۶ −

۲
۳ ×

۴
۹ = −

۷
۵۴ ?

𝑋 𝑌

0 0

0 ۱

۱ 0

۱ ۱

0 ۲

۲ 0

𝑋 = 0 𝑋 = 1 𝑋 = 2

𝑌 = 0 ۱

۶

۱

۳

۱

۱۲

۷

۱۲

𝑌 = 1 ۲

۹

۱

۶

۷

۱۸

𝑌 = 2 ۱

۳۶

۱

۳۶

۵

۱۲

۱

۲

۱

۱۲



امید ریاضی و کوواریانس–و حاشیه ای توزیع های توأم 

ویژگی ها

𝐶𝑜𝑣 𝑎𝑋 + 𝑏, 𝑐𝑌 + 𝑑 = 𝑎𝑐𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑋

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 + 𝑍 = 𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑋 + 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑎 = 0



امید ریاضی و کوواریانس–و حاشیه ای توزیع های توأم 

ویژگی ها

𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۲𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌

استقلال دو متغیر

𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌

𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 = 𝑎۲𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑏۲𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۲𝑎𝑏𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)



مثال

Zو Yو Xسه متغیر تصادفی 

𝜇𝑋 = ۲, 𝜇𝑌 = −۳, 𝜇𝑍 = ۴

𝜎𝑋
۲ = ۱, 𝜎𝑌

۲ = ۵, 𝜎𝑍
۲ = ۲

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = −۲, 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍 = −۱, 𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑍 = ۱

𝑊میانگین و وردائی  = 3𝑋 − 𝑌 + 2𝑍

𝐸 𝑊 = 𝐸 ۳𝑋 − 𝑌 + ۲𝑍 = ۳𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑌 + ۲𝐸 𝑍 = ۳ × ۲ − −۳ + ۲ × ۴ = ۱۷

𝑉𝑎𝑟 𝑊 = ۹𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌 + ۴𝑉𝑎𝑟 𝑍 − ۶𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 + ۱۲𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍 − ۴𝐶𝑜𝑣 𝑌, 𝑍

= ۹ × ۱ + ۵ + ۴ × ۲ − ۶ × −۲ + ۱۲ −۱ − ۴ × ۱ = ۱۸



چند توزیع پراستفاده

بررسی میانگین و وردائی

توزیع های احتمال گسسته

چگالی های احتمال پیوسته



توزیع یکنواخت

برامد تمام خروجی ها دارای احتمال برابر

𝑓 𝑥 =
1

𝑘
, 𝑥 = 𝑥۱, … , 𝑥𝑘



توزیع برنولی

۱و 𝜃آزمایش دارای دو برآمد پیروزی و شکست، و احتمال متناظر  − 𝜃

𝑋 ~ (𝜃)برنولی

0 ≤ 𝜃 ≤ 1

1=شیر

0=خط

𝑓 𝑥; 𝜃 = 𝜃𝑥(۱− 𝜃)۱−𝑥 , 𝑥 = 0, ۱



توزیع دوجمله ای

امتحان های تکراری

𝜃احتمال تمام پیروزی ها برابر با 

مستقل از دیگر آزمایش ها( آزمایش)هر پرتاب 

𝑋~دوجمله ای(𝑥; 𝑛, 𝜃)

0 ≤ 𝜃 ≤ ۱

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃 =
𝑛
𝑥

𝜃𝑥(۱− 𝜃)𝑛−𝑥 , 𝑥 = 0, ۱, … , 𝑛



مثال

۰.۸نفر با احتمال بهبود ۱۰نفر از ۷بهبود 

𝑏 ۷; ۱۰, ۰. ۸ =
۱۰

۷
۰. ۸۷(۱− ۰. ۸)۳≈ 0. ۲



ویژگی ها

احتمال تجمیعی

𝐵 𝑥; 𝑛, 𝜃 =  𝑘=0
𝑥 𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃 = 𝑏 𝑛 − 𝑥; 𝑛, 1 − 𝜃

𝜇 = 𝑛𝜃

𝜎۲ = 𝑛𝜃(1 − 𝜃)



توزیع فوق هندسی

نمونه گیری بدون جایگذاری
وابستگی ازمایش ها به یکدیگر

 فضای نمونه شاملNعضو

M پیروزی وN-Mشکست

 انتخابnعضو بدون جایگذاری

 احتمالx پیروزی ازnانتخاب

𝑋~ هندسیفوق  𝑥; 𝑛, 𝑁,𝑀

ℎ 𝑥; 𝑛, 𝑁,𝑀 =

𝑀
𝑥

𝑁 −𝑀
𝑛 − 𝑥
𝑁
𝑛

, 𝑥 = 0, ۱, ۲, ۳, … ; 𝑥 ≤ 𝑀; 𝑛 − 𝑥 ≤ 𝑁 −𝑀



ویژگی ها

𝜇 =
𝑛𝑀

𝑁

𝜎۲ =
𝑛𝑁 𝑁−𝑀 𝑁−𝑛

𝑁۲(𝑁−1)
𝑛بزرگ و Nبا شرط  ≪ 𝑁

عدم تفاوت بین نمونه گیری با جاگذاری و بدون جای گذاری

امکان استفاده از تقریب احتمال فوق هندسیℎ 𝑥; 𝑛,𝑁,𝑀 با معادله توزیع دوجمله ای𝑏 𝑥; 𝑛,
𝑀

𝑁



توزیع پواسن

𝑏سختی محاسبة احتمال دوجمله ای 𝑥; 𝑛,𝜃 با بزرگ بودنn

𝑋~پواسن(𝑥; 𝜆)

λ>0 میانگین

.دتوزیع احتمال حول عدد صحیح نامنفی که برای مدل سازی فراوانی یا بسامد پیشامدهای نادر استفاده دار

𝑝 𝑥; 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0, ۱, ۲, …



توزیع چندجمله ای

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑘; 𝑛, 𝜃۱, 𝜃۲, … , 𝜃𝑘 =
𝑛

𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑘
𝜃۱
𝑥۱𝜃۲

𝑥۲ …𝜃𝑘
𝑥𝑘

𝑥۱ + 𝑥۲ +⋯+ 𝑥𝑘 = 𝑛
𝜃۱ + 𝜃۲ +⋯+ 𝜃𝑘 = 1



توزیع فوق هندسی چندمتغیره

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑘; 𝑛,𝑀۱, 𝑀۲, … ,𝑀𝑘 =

𝑀۱
𝑥۱

𝑀۲
𝑥۲

…
𝑀𝑘
𝑥𝑘

𝑁
𝑛

𝑥𝑖 = 0, ۱, ۲, … , 𝑛
𝑥𝑖 ≤ 𝑀𝑖

𝑥۱ + 𝑥۲ +⋯+ 𝑥𝑘 = 𝑛
𝑀۱ +𝑀۲ +⋯+𝑀𝑘 = 𝑁



توزیع های پیوسته



توزیع یکنواخت

𝑋~یکنواخت(𝑎, 𝑏)

𝑎 < 𝑏

bو aچگالی احتمال یکسان برای هر نقطه بین 

𝑢 𝑥; 𝑎, 𝑏 =  

۱
𝑏 − 𝑎

, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

سایرجاها0



چگالی احتمال گاما

𝑔 𝑥; 𝑎, 𝑏 =  

۱
𝑏𝑎Γ(𝑎)

𝑥𝑎−۱𝑒−
𝑥
𝑏 , 𝑥 > 0

سایرجاها0



چگالی احتمال نمائی

𝜃 > 0

چگالی احتمال کاهشی روی مقادیر حقیقی نامنفی

𝑔 𝑥; 𝜃 =  

۱
𝜃
𝑒
−
𝑥
𝜃 , 𝑥 > 0

سایرجاها0



چگالی احتمال بتا

𝑔 𝑥; 𝑎, 𝑏 =  

Γ(𝑎 + 𝑏)

Γ(𝑎)Γ(𝑏)
𝑥𝑎−1(1 − 𝑥)𝑏−۱, 0 < 𝑥 < 1

سایرجاها0

a,b>0



(گاوسی یا زنگوله ای)چگالی احتمال نرمال 

𝑛 𝑥; 𝜇, 𝜎 =
1

𝜎 ۲𝜋
𝑒
−
1
۲(
𝑥−𝜇
𝜎

)۲
, −∞ < 𝑥 < +∞, 𝜎 > 0

توزیع نرمال استانده
𝜇 = 0,𝜎 = ۱



ارزش عقیدة دوم

به دلیل مهلک بودن بیماری، به دنبال بررسی دومی درباره راستی آزمایی وجود بیماری

پزشک دیگر
نوع دیگر و مستقلی از آزمایش یا تفسیر و خوانش دیگری از آزمایش یکسان با قبلی

چرا؟. اغلب خوانش چندبارة یک آزمایش غالب تر بر آزمایش های دیگر

 یا منفی( تائید)نتیجه یا مثبت

!فرض نتیجه مثبت

فرض مثبت غلط و منفی غلط یکسان با قبل
 ۰.۰۰۳ابتدا نتیجه٪
 ۳.۲سپس با اطلاع از بیماری خانوادگی٪
آخرین احتمال به عنوان احتمال پیشین

 ۵۲.۲نتیجه٪

𝑃 𝛽 +𝑡𝑒𝑠𝑡 =
𝑃 +𝑡𝑒𝑠𝑡 𝛽 𝑃(𝛽)

𝑃 +𝑡𝑒𝑠𝑡 𝛽 𝑃 𝛽 + 𝑃 +𝑡𝑒𝑠𝑡 ¬𝛽 𝑃(¬𝛽)

𝑃 +𝑡𝑒𝑠𝑡 ¬𝛽 = ۰. ۰۳
𝑃 −𝑡𝑒𝑠𝑡 𝛽 = ۰. ۰۱
𝑃 +𝑡𝑒𝑠𝑡 𝛽 =?= ۱ − 𝑃 −𝑡𝑒𝑠𝑡 𝛽 = ۱ − ۰. ۰۱ = ۰. ۹۹
𝑃 𝛽 = ۰. ۰۳۲

𝑃 𝛽 +𝑡𝑒𝑠𝑡 =
۰. ۹۹ × ۰. ۰۳۲

۰. ۹۹ × ۰. ۰۳۲ + ۰. ۰۳ × (۱ − ۰. ۰۳۲)
= ۰. ۵۲۲
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